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m‐1212      00:19:57

第十一單元就是述詞邏輯的演算，除了原有的規則保留，我們在這邊只進來兩個
新的規則。
第一個規則，因為我們只有分解，所以我們不需要做通則化規則，我們在這裡只
有做個例化規則。
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m‐1212      00:20:59

首先來看，的規則。當我們看到的時候，我們用任何一個name，就是a、b、c…，
去取代x，因為他是，所以你要把所有出現過的name通通要帶進去。譬如說，我
們有一個討論的範圍裡有a、b、c，所以在這個式子裡面你就要帶a、b、c，他會變
成三個新式子。假設我們有一個東西是xPx，你發現在這個推論過程裡面出現了
abc，因此你在推論的時候必須要有Pa、Pb、Pc，假如說你在分解Pa的時候，你發
現這裡有個¬Pa，然後到Pa的時候就把他close掉，那這樣就不需要再繼續，因為再
做也是多餘的。我說要繼續做的意思是，萬一某個分枝沒有close掉，也就是該分
枝仍然是一個open branch的時候，那就必須全部完整的分解出來，這個就是全稱
的意思。

再來這個是存在量號，這個規則是這樣，我這裡用一個name去取代他，這個name
規定是要在推論過程裡面未曾出現，也就是它必須是個new name。
譬如說，假設我們在推論過程中已經出現a、b，我們就必須在過程中加入新的
name叫做c。
不同邏輯系統的老師講解的方式不盡然相同，譬如說，有的老師會說既然是new 
name，存在有這個東西不代表他一定代表特定哪一個，假設他是xPx，他帶下來就
可以變成Px，他就不一定要用abc來帶。

所以如果各位看到這個也不用害怕，他只是符號不一樣，其實概念都是差不多的。我們的
原則很簡單，規則(R)中出現過的名稱符號 ，你就必須全部都帶進去。規則(R)中出現的
名稱符號 ，你就必須找一個新的名稱符號帶進去。
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m‐1212      00:28:40

這個規則其實是前面的QN規則，我們簡單複習一下，這個掃過去，就會變成：
就會變成，掃過去之後他就會變成剛剛的規則，一個是全稱量號規則，一個是
存在量號規則。
各位記得量號的位置不一樣，所表示的語句也不一樣，所以當我們在做的時候一
定要從第一個開始。

事實上我們在做推論的時候常會遇到一個麻煩，就是有些東西他在分解的時候是
無限的，而且是我們沒有辦法給出任何的interpretation的，譬如我舉個例子，例如
像(x) (y)Rxy，第一個句子，(y)Ray，到這裡發現變，所以我們要代Rab，就變
成(y)Rby，以此類推…，各位會發現這樣的句子做的完嗎？所以這樣的句子我們
沒辦法給它一個說明，或者說無法建立一個模型，這個問題，我們往後會再和大
家說明。
所以這個很簡單，只是純粹去除他的量號而已。
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m‐1212      00:34:02

第一部分先來做比較簡單的，我們利用范恩圖解及亞里斯多德的方法去決定他是
不是一個有效論證。所以我們來看，第一個a，第一句話就是所有的M都是P，第二
句話就是所有的S都是M，第三句話就是所有的S都是P。第三個c，第一句話就是所
有的M都不是P，第二句話就是有些S是M，第三句話就是有些S不是P。所以跟我們
之前學的東西其實都一樣，只是換另一種系統來操作。
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m‐1212      00:35:27

首先來看第一個，先寫樹根，將第一個前提(x)(MxPx)寫下來，再來寫下
(x)(SxMx) ，然後再寫結論的否定(x)(SxPx)。
通常我們會從存在量號開始下手，比較簡單一點。
第一步先把掃過去，(x)(SxPx)就會變成(x)(SxPx)，再來既然這邊是，
這邊就給他一個new name變成(SaPa)，接下來我們運用前面的規則來分解，就
會得到Sa跟Pa。
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m‐1212      00:38:14

因為前面是，現在的name出現的是a，因此得到SaMa，接下來根據剛剛的分解

得到Sa、Ma，因為Sa跟上面的Sa產生矛盾，因此就把Sa這個branch close掉。

接下來因為前面(x)(MxPx)，得到Ma分解就是MaPa，然後根據前面的分解規則MaPa可
以分解成Ma跟Pa，因為前面有出現Pa跟Ma，Pa和Pa，Ma和Ma產生矛盾，就可以把它close掉，因此我們就

得到了一個封閉樹，由於所有的分枝都關閉，我們就說這是一個有效論證。
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m‐1212      00:40:32

接下來我們來看第二個，如果是無效論證該怎麼辦？
一樣先將前提寫下(x)(MxPx)、(x)(MxSx)，以及結論的否定(x)(SxPx)，
再來把掃過去會得到(x)(SxPx)，然後放進一個new name ，得到(SaPa)，
(SaPa)利用negation跟conditional的規則分解變成Sa跟Pa在同一分枝上。
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m‐1212      00:42:08

接下來，將a代入(x)(MxPx)，得到的個例為MaPa，一樣把它分成兩邊Ma 跟Pa，
右邊的Pa顯然跟上面的Pa產生矛盾，因此把這邊close掉，接下來，再將a代入(x)(Mx→Sx)，得

到個例為Ma→Sa，分解成兩邊得到Ma跟Sa，結果兩邊都是open的，因此這是一個無效論證。

無效論證如何寫完整？為了讓各位覺得簡單一點，我必須告訴各位，他並不是一
個完整的寫法，如果各位碰到一元的，我允許各位這樣寫。記得加Domain，告訴
我你反例中出現的東西有多少。

第二個之前學過的，你就直接寫Ma Pa Sa也可以，而Ma為假、Pa我們給他假，Sa
我們給他True。但應該寫成Ma：{a}、 Pa：{a} 、Sa：{a}，我們其實是可以把
一元述詞的邏輯系統，把他轉譯成我們的語句邏輯系統。
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m‐1212      00:48:32

我們來看第三個例子c，先寫下樹根部分(x)(MxPx)、(x)(SxMx)、
(x)(SxPx)，同樣的先把掃過(x)(SxPx)，得到(x)(SxPx)，如果碰
到的是開頭的，你不能把它刪掉，因為你可能還有其他的符號要帶，因此我們可
以把(x)(SxPx)劃掉，這四個句子中只有 (x)(SxMx)是存在量號，因此我們從
這個著手，帶進一個new name就變成SaMa，既然是，根據我們的推論規則就會
得到Sa跟Ma，接下來兩個都是for all，我們就直接帶a就好。
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m‐1212      00:58:20

把a代入(x)(MxPx)，就得到MaPa，根據推論規則可以分成Ma、Pa兩邊，
左邊Ma跟上面Ma矛盾，所以就可以close掉。接下來要代入(x)(SxPx)變成(SaPa)，推論
規則分解成Sa跟Pa，最後由於所有的分枝都關閉，所以這是一個有效論證。
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m‐1212      01:02:25

一樣把三句寫下來(x)(PxMx)、(x)(SxMx)、(x)(SxPx)，把它當推土機，
推過去把存在量號(x)(SxPx)變成全稱量號(x)(SxPx)，把(x)(SxMx)帶
進new name變成SaMa，然後SaMa下來分解成Sa跟Ma。
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m‐1212      01:04:16

接下來分解的是(x)(SxPx)，因為是，所以當然帶所有出現過的name，就把a
代入，得到(SaPa)，然後根據推論規則可以分解成Sa跟Pa，左邊Sa和上
面的Sa產生矛盾，因此此branch可以close掉，Pa變成PaMa，然後變成Pa、Ma，
右邊的branch是沒有矛盾的，所以是無效論證。

我們來看看那些句子是可以劃掉的，首先做到(x)(SxPx)，(x)(SxPx)就可
以劃掉；做到SaMa，(x)(SxMx)  可以劃掉；做到Sa和Ma在同一個branch的時候，
SaMa可以劃掉；做到(SaPa)分解之後就可以把它劃掉了。

其實我們在這裡的概念跟邏輯語句是一樣的，你就把Pa跟Sa當作是一句話就好，
但是當他牽扯到for all的時候就不一樣了，除非你帶完所有的東西，你才能夠確定。
譬如說，期中意見調查，我要確定全班所有人都很滿意，我必須一個一個問，等
到全班都問玩了才能夠確定，這件事是很困難的。
我們的abcd…有限，如果abc…用完了怎麼辦？我們可以用上標下標來處理，譬如
說a1、a2、a3…，這樣我們就可以用很多的name。

接下來做到Pa，Pa可以劃掉；做到分解成Pa跟Ma的時候，PaMa就可以把他劃

掉；然後做到Pa的時候，Pa可以把它劃掉。如果按照我剛剛的方式劃下來，你的tree裡面
只會剩下兩個東西，第一個是全稱語句，就是跟for all有關的，第二個就是像Sa、Ma、Pa、
Ma、Pa…這樣的東西。
最後各位不要忘記寫Domain，如果不寫Domain會有什麼問題？如果你不寫Domain，萬一
出現b，那麼你的解釋就是incomplete，所以為了complete的考慮，你必須把Domain寫出來。
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m‐1212      01:20:16

第五個例子最重要的是b出現了，三句話都是存在量號，同樣的，我們在做root的
時候把這兩個前提放在這裡，然後這個結論加上否定號，這個結論的，我們把它
當作推土機推過去，就會得到(x)(SxMx)全稱量號，PaMa很顯然是從

(x)(PxMx)分解過來的，然後(x)(PxMx)就可以劃掉了，PaMa分解得到Pa和Ma。
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m‐1212      01:23:00

接下來代入(x)(SxPx)，得到(SaPa)，(SaPa)分解得到Sa 跟Pa，Pa
與上面Pa相互矛盾，因此這個branch可以close掉，接下來要帶進(x)(SxMx)，因
為他是存在量號，要帶一個new name給他，因此帶b進去得到SbMb ，SbMb 下
來變成Sb和Mb，Sb跟上面的Sa 是不能close掉的，所以要繼續做，因為前面有一個for 
all，所以就要把所有出現過的name都帶進去，所以b帶進去會得到(SbPb) ，(SbPb) 

下來變成Sb和Pb，左邊Sb的branch可以close掉，但是右邊Pb因為沒有產生矛

盾，因此這個分枝還是一個open branch。
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m‐1212      01:30:41

有分枝是開放的，所以這個是無效論證。
事實上你在寫反例的時候應該建構一個解釋的模型，不過，也可以允許各位這樣
表示，
反例：Domain:a, b,     Ma Pa Sa Mb Pb Sb

T      T       F       T      F      T

事實上比較正確的寫法是這樣，反例：Domain:a, b、Mx : a, b、Px : a、Px : 
b、Sx : b、Sx : a

16



m‐1212      01:32:26

接下來我們要來做稍稍複雜點的題目，這裡的題目都是關係述詞，各位發現我其實只有寫
到二元述詞的部分。
第一個(x)(y)Fxy ⊢(y)(x)Fxy，各位覺得對所有的x、y來講，他是有效還是無效論證？
應該是有效論證，譬如說，如果每個人都愛每個人，後面那句話的意思是每個人都被每個人愛，所
以他是有效論證。
第二個(x)(y)Fxy ⊢(x)(y)Fyx，意思就是說每個都可以畫箭頭過去連結到每一個，也就是每個都被連結，
是不是一樣？各位不訪想一想。
第三個(x)(y)(Fxy  Fyx) ⊢(x)(y) Fxy，這個就要深思熟慮，看起來沒有這麼直覺了。
第四個 (x)(y)(z)((Fxy  Fyz)Fxz), (x)(y)(FxyFyx)  ⊢(x)Fxx，
第一個前提其實就是傳遞關係，第二個前提是對稱關係，那這兩個成立，是不是全自反關係就成立？
這個我下次會做給各位看。

M‐1219    00:00:00

我們上次講到有關於一元述詞真值樹系統的計算，今天我們要進入到二元以上述詞真值樹
的計算，我要先提醒各為一件事，到目前為止我們會面臨到一個稍稍的難題，真值樹系統
原則上他是個蠻好用的系統，我們可以證明基本上他在一元述詞情況下，我們可以找到某
一個證明去證明一個論證是不是有效論證，這樣一個具有決定性的過程在一元述詞是可以
辦得到的。
現在我們進入到二元述詞的時候，我們並不會存在有這樣一個決定系統，讓我們去找到這
樣一個prove，也就是說，即使是在真值樹系統裡面，我們沒有辦法把它完全分解出來，
所以在這種情況之下，我們並不會讓各位證明出這樣的題目。
(f) (x)(y)Fxy ⊢(y)(x)Fxy
(g) (x)(y)Fxy ⊢(x)(y)Fyx
(h) (x)(y)(Fxy  Fyx) ⊢(x)(y) Fxy
(i) (x)(y)(z)((Fxy  Fyz)Fxz), (x)(y)(FxyFyx)  ⊢(x)Fxx
(j) (x)(y)(z)((Fxy  Fyz)Fxz), (x)(y)(FxyFyx)  ⊢(x)((y) FxyFxx)
這些例子我等下一一證明給各位看。
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M‐1219    00:06:35

首先我們來看這個(x)(y) Fxy ⊢(y)(x)Fxy，我們寫他們root，前提先寫下來，

(x)(y)Fxy ，再來是結論加negation變成(y)(x)Fxy，依照我們前面所教的規則，

我們首先來看，我們這個量詞前面有negation，我們把它掃過去，變成(y)(x)Fxy ，接

下來再掃過第二個，變成(y)(x)Fxy ，接下來我們要開始帶入，我們在帶的時候都
是以存在量詞為優先，各位要特別注意一件事，在不同的formula的時候，第一個
有出現全稱量詞跟存在量詞，我們當然是存在量詞優先，但是如果他在同一個
formula裡面，如果第一個出現全稱量詞，第二個出現存在量詞，你就不可以從存
在量詞先做，原因在於把全稱量詞跟存在量詞擺在前面或是後面，他的意思是不
同的，所以我們先帶這個(y)(x)Fxy ，變成(x)Fxa，接下來我們這裡又有一個x

是存在量詞，所以又要帶一個新的name進來，得到Fba，接下來是(x)(y)Fxy ，

原則上我們要把它全部帶進來，但是各位可以觀察到，你不管怎麼取代，都會在
同一個branch上面，因為都在同一個branch上面，基於目標導向，我們只要看哪

一個會使得底下這個跟上面Fba會產生矛盾的，所以我就先在x帶b，得到

(y)Fby，最後y再帶入a，最後會得到Fba，與上面Fba產生矛盾，這個branch就可以

close掉，所有分枝均封閉，所以論證(f)是有效論證。
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M‐1219    00:16:11

第二題) (x)(y)Fxy⊢(x)(y)Fyx，我們一樣從root開始(x)(y)Fxy 、

(x)(y)Fyx，一樣把negation掃過來，得到(x)(y)Fyx ，再掃一次變成(x)(y)Fyx，
接下來用一個new name帶進來，得到(y)Fya，因為是存在量詞，所以必須再帶一個new 
name進來，得到Fba，因為他都在同一個branch上面，我們只要看哪一個會使得底下這

個跟上面Fba會產生矛盾的，所以我就先在x帶b，得到(y)Fby，最後y再帶入a，最後會

得到Fba，與上面Fba產生矛盾，這個branch就可以close掉，所有分枝均封閉，所以(g)是有效
論證。
有些邏輯書上會有不同的做法。
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M‐1219    00:25:46

接下來來看這題(x)(y)(Fxy  Fyx) ⊢ (x)(y) Fxy，一樣先把root寫下來(x)(y)(Fxy

 Fyx) 、(x)(y)Fxy，很快地用把他掃過去，得到(x)(y)Fxy，原則上先做存在

量詞(x)(y)(Fxy  Fyx) ，x帶入a得到(y)(Fay  Fya)，再把y帶b進來得到Fab  Fba，

因為這是一個，當然就要分成兩個branch，也就是Fab跟Fba在不同的分枝上。
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接下來這一步千萬要注意，因為你分成兩個branch，所以你在帶進全稱量詞的時候，
兩邊都要出現，我知道有些同學思考能力很強，他會delete掉所有不需要的步驟，
他就會觀察，既然這個要Fab，這個要Fba，那我在帶這個的時候，那我這個就帶
Fab，這邊的就帶Fba，這樣就好了嘛，原則上你的想法一點錯都沒有，但是在
show你的證明的時候這樣是不對的，因為你miss掉一些東西，你會說你miss掉的東
西不會影響證明，那老師就會要你證明給我看，簡單的說你還是要把它寫出來。

所以如果你想要在x的地方帶a進來，想要在y的地方帶b進來，那這兩個同時都要帶，
所以基本上我們會建議各位，在做的時候一定要把這個寫出來，寫出來之後你們
會發現，左邊的branch出現了矛盾，所以這個分枝可以close掉，接下來看右邊的
branch，X的位置要帶b進來(x)(y)Fxy，得到(y)Fby ，然後y的地方再帶a進來，
就會得到Fba ，也產生矛盾，這個branch也可以close掉，所有分枝均封閉，所以
這是一個有效論證。

接下來我們來看個很有趣的題目，如果傳遞性成立、對稱也成立，那他是不是全
自反關係也成立。
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首先我們一樣來看root，
第一個(x)(y)(z)((Fxy  Fyz)Fxz)是傳遞關係，
第二個(x)(y)(FxyFyx)  是對稱關係，
第三個(x)Fxx是全自反關係，當然把放在底下變成(x)Fxx，

首先當然先把掃過去變成(x)Fxx，帶進a得到Faa，接下來從第二個開始帶
(x)(y)(FxyFyx) ，這個的話我們要帶Faa，我們的目標是要得到矛盾，到目前為
止我們只有一個a而已，所以我們全部都帶a進去，這個x先帶a進來變成
(y)(FayFya) ，你再把Y帶a進來就會變成(FaaFaa)，如果我們用條件號的分解
規則，就會得到兩個branch Faa、Faa，Faa產生矛盾，因此可以close掉，接下來是
Faa。
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各位千萬要記得，即使你帶完，你也不可以把全稱量號的語句劃掉，因為後面可能還會再
出現新的符號，所以我們來看，接下來這個因為都是for all，所以很顯然我們只要帶a進來
(y)(z)((Fay  Fyz)Faz)就可以了，最後就會得到((Faa  Faa)Faa)，分解得到(Faa 
Faa)、Faa，Faa產生矛盾可以close掉，另外一邊(Faa  Faa) 分解得到Faa 、Faa，有分枝未封
閉，所以這是一個無效論證。

接下來要寫反例，首先要先寫Domain，各位來看第一個branch，Faa是第一個，再下來是
Faa，再下來這個Faa，這個是一個open branch，可是各位告訴我這裡面只出現了哪些
formula，第一個Faa是從Fxx帶出來的，第二個Faa是從他的前件Fxy帶出來的，最底下
的Faa是從這個Fxy來的，所以各位告訴我這個branch裡面沒有出現什麼？Fyx、Fxz、Fyz
這些都沒有出現，所以當你在寫反例的時候會有個有趣的情形，這個反例就只有兩個，
Fxx: (a, a)、Fxy: (a, a)，Fxx: (a, a)這個表示說這是一個ordered pair，這個
ordered pair我們把他帶進去，這個(x, x)我們帶(a, a)進來，他是為假的，這個意思就是說(a, 
a)這對pair 滿足Fxx這個formula，第二個我們可以寫，這個(a, a)也滿足Fxy，表示他也滿足
Fxy這樣一個式子，可是另外三個都沒有對不對，我們講過如果沒有的話，那在這個model 裡面
interpretation不是可以隨意給嗎？可是如果這樣給會很奇怪，我給各位看一下，如果你把他給
成說Fyz是(a, a)，Fxz是(a, a)，Fyx是(a, a)，會有什麼問題？這個最大的問題就是說，我們現
在Domain裡面只有一個東西，可是這個東西我們照這樣給interpretation的話，會出現一個
很麻煩的情況，在第一個情況Fxx裡面，他是告訴我說這個東西跟這個東西不會有f的關係，
可是在底下的Fyz會變成說，如果我把他當成y、z，你這樣畫回來是不是就會自己跟自己有
這個關係？所以你這個解釋的麻煩之處在於，你同時要告訴我他跟自己有這個關係，他跟
自己又沒有這個關係，這個不可能成立，所以各位要記得在寫這個東西的時候，底下的不
要寫，你只要寫黑的部分就好。

在作命題邏輯的時候，我們必須在反例的地方要寫出所有的命題邏輯符號，才會是一個完
備的structure，要不然有些命題符號會有undefined的情況出現，但是在述詞邏輯不一樣，
述詞邏輯要求的只有我要對這樣的formula作interpretation就好，也就是說，你只要提供這
樣一個model，讓這個為假，這個為假，這就是一個counterexample，所以底下那些是不用
寫的。
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最後一個題要提醒各位的是說，當我們看到連接詞的時候，我們要去決定說要怎
麼分解他，他是有先後順序的，第一個語句是傳遞關係，第二個是對稱關係，最
後要證明(x)((y) FxyFxx) ，小心，這個y不是在括號的外面，而是在括號的裡面，
所以他管到的範圍就只有Fxy，並沒有管到後面的Fxx，我們把他列出來最後一個式子是這
樣(x)((y) FxyFxx)，然後把negation掃過來變成(x)((y)FxyFxx) ，這邊的不可以
掃過去，因為這個y是在括號裡面，所以這個時候main connective是這個，接下來裡面這個
((y)FayFaa) 的main connective 是，所以我們要用跟條件號的規則去分解他，會變成
(y)Fay、Faa。

24



M‐1219    00:51:11

那當這個做出來之後，我們再把y帶b進去，得到Fab，所以對這個來講，我們把他
帶進來(x)(y)(FxyFyx) ，得到這個式子(FabFba)，這個當然我們也是想要能
夠盡量把這個樹縮小的這樣一個想法，所以我們盡量想辦法能夠找到跟這個有相

關的，所以我們做出來發現這個Fab 跟Fab產生矛盾可以close掉，另一邊是Fba，
這個做出來之後，接下來我們想要再找一次，我們這個可以再帶一次Faa，把Faa帶
出來，這個Faa的branch又可以close掉。
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接下來就帶(x)(y)(z)((Fxy  Fyz)Fxz)這個式子，記得目標導向的取代原則，在x出現
的位置代入a，y的位置代入b，z的位置代入a，得到((Fab  Fba)Faa) ，分解我們會得到
(Fab  Fba)、Faa兩個branch，然後Faa又可以close掉，有問題嗎？我們再來一次，我們在
做的時候其實都秉持著兩個原則，第一個原則是我們的Domain能夠盡量小就小，做到這個
的方法是，我們都從存在量詞都formula開始，這樣Domain裡面的name就不會太多，第二
個原則是說，當我們碰到for all的時候，理論上你應該要所有的都通通要代入，可是你也
不曉得哪裡會有產生close的效果，把樹封閉起來，這個是需要一點點小技巧，這個技巧就
是說，我們先觀察前面出現過什麼，然後配合你前面出現過的那些關係，來決定你後面要
先帶什麼，這個小技巧可以幫助我們把那個tree做到最小。
首先我們這個掃過來是不是先出現一個存在量詞，帶進來之後我會發現說這個是一個
negation，然後跟這個conditional要用分解規則，得到這個，然後帶下來之後，我們這個又
有一個存在量詞，所以我們就先帶進來，帶進來之後他多了一個name b，所以做到目前為
止我們出現了兩個東西，Faa跟Fab，所以我們現在目標就是，我們現在要想辦法盡可能
按照這兩個出現過的去找矛盾，我們不用那麼認真的從每個變量都從a開始一個一個代入，
像這個，因為我想要設計這個Fab，我要設法讓它產生矛盾，所以就想辦法找到這個的
negation，所以既然要想辦法找到negation，我就在x的地方帶a，y的地方帶b，我就可以得
到這個Fab，有了這步之後，這樣子的話我們就可以得到這樣一個close tree，所以因為有
Fba，底下這個 Fba可以把他close掉，所有分枝均封閉，所以論證(j)是有效論證。
各位有什麼問題嗎？我再提醒各位一下，這個scope的問題一定要特別注意，假設說如果
有這樣一個情況 (x)(Fx(x)Fxx)，看起來前面這個(x)是管整個句子對不對？可是後面又

出現一個x量詞，那這時候怎麼辦？他到底有沒有管到後面那個x？他其實沒有管到後面那個，可
是這樣寫會誤以為他有管到後面那個，所以這個scope的問題其實是需要花一點時間去討論的。
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